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Résumé :

Cette étude présente des résultats sur I’estimation de la distribution dans le cadre d’un probleme
de déconvolution aveugle discrete bruitée dont le processus source est de loi discrete finie et incon-
nue.

Le travail présent établit tout d’abord une version unifiée de plusieurs fonctions de contraste
initialement proposées dans le cadre des mélanges de populations ou encore des modeles de con-
volution.

L’intéret principal de cette étude consiste en la construction d’estimateurs des points de support
du processus discret source et des masses les chargeant. On établit la consistance dans le cadre
non paramétrique et la vitesse dans le cadre paramétrique de ces estimateurs. Ces résultats sont
obtenus sans hypothese d’indépendance sur le processus.

L’expression de la distribution asymptotique de ces estimateurs met en lumieére le réle du filtre
inverse, du nombre de points de support et du choix de la fonction de contraste utilisée.

This paper presents some results on the estimation of the distribution of the signal input in
a noisy blind deconvolution problem with a unknown level noise. We focus on the case that the
input sequence is drawn from a distribution with finite support (digital deconvolution).
This work unifies different studies using different contrast functions in deconvolution models and
mixture population models. But the main interest of this work consists in estimating the finite
distribution of the input signal : support and mass. These estimators are strongly consistent in
a non-parametric setting. In a parametric context, we obtain the exact asymptotic distribution.
These results are obtained also with a dependent structure.
The study of asymptotic distribution gives the precise contribution of the inverse filter, of the
cardinality of the support and of the choice of the contrast function considered in the analysis.

*Laboratoire de Statistique du CREST, Université de Reims, e-mail : emmanuelle.gautherat @ensae.fr



1 Introduction

On appelle modele de déconvolution aveugle, un systéme ot l’on observe le processus (Wy)i=1,.. n
résultant de la filtration d’un processus entrant (Xj)gez, ou processus source, par un filtre
déterministe inconnu (u)rez

Ve=1,...,n, Wi= > wX; = (uxX)
kEZ

On s’intéresse ici aux processus sources (Xj)rez digitaux, c’est-a-dire de distribution discréte.
Une série de travaux se focalise sur le cadre plus spécifique des signaux digitaux a support fini. Ces
études se scindent en deux groupes. Le premier considere le probleme comme un modele bayésien et
s’attache & développer des algorithmes de Monte Carlo afin de calculer les distributions a posteriori
du signal. On pourra consulter Liu et Chen [LC95] ou encore Chen et Li [CL95]. Le second groupe
utilise l’application d’un filtre inverse & la série observée (Wy)i=1,...». Dans cette voie, on peut lire
Li [Li95], Gamboa et Gassiat [GGI6], Gassiat et Gautherat [GGI8] [GG99]. Le travail effectué
par Li et Shedden [LSO01] prend une place particuliere puisqu’il exploite simultanément les deux
approches. Le travail présent se situe dans la seconde voie que ’on explicite a présent. Gamboa. et
Gassiat [GGI6] proposent une méthode d’estimation du filtre inverse d’un modele de déconvolution
lorsque le signal source prend ses valeurs dans un alphabet de taille fini, inconnu, dont le cardinal
est connu. Cette méthode fut ensuite généralisée par Gassiat et Gautherat [GG98] a ’observation
de sorties bruitées additivement par un bruit inobservable oge de niveau oy inconnu. On observe
alors
Vt:l,...,n, Wt:(U*X)t-i-O'Oet.

Ils proposent un estimateur du filtre et du niveau de bruit. Cette méthode s’applique théoriquement
quelque soit le rapport signal sur bruit. Les résultats numériques présentés confirment la théorie.
Ces estimateurs semblaient avoir un comportement asymptotiquement meilleur que les autres esti-
mateurs proposés pour ce type de probleme dans le sens ou ils utilisent a priori le caractere discret
du signal et de la présence d’un bruit additif. Ces mémes auteurs présentent dans [GG99] des
résultats théoriques de vitesse de convergence du filtre dans le cadre paramétrique (en présence et
en absence de bruit). Ces résultats corroborent la conjecture précédement énoncée : on obtient une
vitesse plus rapide que les estimateurs n’exploitant pas le caractere discret de la distribution du
processus (X)rez. La vitesse dans le cadre non bruité peut atteindre une vitesse exponentielle.
Dans le cadre non bruité paramétrique, avec un alphabet connu, mais avec un processus entrant
éventuellement non stationnaire, Li [Li95] propose également un estimateur du filtre inverse. Tout
comme Gassiat et Gautherat dans [GG99], la vitesse de convergence obtenue a une borne supérieure
en norme [{ tronquée du filtre inverse inconnu. Mais lorsque Li teste numériquement la robustesse
de cette méthode & la présence de bruit, les résultats se dégradent alors pour un rapport signal sur
bruit faible.

Les résultats obtenus jusqu’a présent dans le cadre du modele de déconvolution bruité par
I’application d’un filtre inverse ne concernent que l’identification du filtre inverse inconnu et
éventuellement du niveau de bruit. Une méthode de déconvolution complete, c’est-a-dire per-
mettant de restituer le signal entrant (X )rez, n’a pas encore été proposée dans la démarche
autilisant ’application d’un filtre inverse. Ceci contrairement a ’approche bayésienne qui, elle,
travaille sur la restitution effective du signal (Xj)rez mais bute sur une bonne estimation de la
loi du signal (X¢)kez-

L’objet de cet article est de travailler en ce sens. On propose des estimateurs de la distribu-
tion du processus entrant ainsi que la loi asymptotique explicite de ces estimateurs. D’une part,
dans certaines applications ces résultats suffisent, la déconvolution compléte du modele n’étant pas
nécessaire. D’autre part, ces résultats permettront de mettre en oeuvre simplement les méthodes



bayésiennes afin de retrouver le processus (X )reBB:-

L’article est construit de la maniére suivante.
Dans le premier paragraphe, on exposera brievement la méthode de déconvolution aveugle dans
le cadre d’un modele bruité additivement initialement proposée par Gassiat et Gautherat [GG98],
dans une version unifiée. On convie le lecteur interessé par les preuves de cette partie & se rapporter
a Gautherat [Gau97]. On donne également les résultats de vitesse obtenus dans [GG99] utiles dans
la suite de ’article. Les adaptations nécessaires & la présentation unifiée des diférentes fonctions
de contraste ne nécessitant pas de preuve substantiellement différente de celles de [GG99], nous ne
les présenterons pas.
Dans le second paragraphe, on expose une méthode d’estimation de la loi du processus source
(Xk)rez prenant en compte le caractere dicret et fini de la distribution. On établit la consistance
et la distribution asymptotique de ces estimateurs.
Le dernier paragraphe collecte ’ensemble des preuves.

Commencons par préciser le modele. Soit une suite d’observations réelles (W;)cz représentant
le signal de sortie d’un systeme linéaire invariant dans le temps, U/, de réponse impulsionnelle
(ug)kez dans lequel passe le signal inobservable entrant X = (Xj)gez, le tout perturbé par un
bruit additif (coe)rez de variance inconnue .

Vtel, W;= Z Uthfj + O0p€t.
JEZ
On applique un systeme linéaire invariant dans le temps S : s = (sg)rez a la sortie (Wi )kez. On
travaille & présent sur le processus discret (Wi (s))iez :
VteZ, Wi(s)= Zstt_j = (s*uxX)t+ oo(s*€);- (1)
JEXL
Les hypotheses générales sur le modele sont les suivantes :
e (M1) (Xj)rez est un processus discret, a valeurs réelles, de loi discréte de support {a; <

... < ap} inconny, de cardinal p > 2 connu. Soit (7;)i=1,...p les masses chargeant (a;)i=1, . p
cP(Xp=a;) =m avec Y b m=1etV1<i<p, 0<m<L

(M2)  Soit U(z) := Y pcqure’™. U est une fonction continue qui ne s’annule pas sur
[0,27]. @ = (Ok)rez est le filtre inverse de u. C’est a dire :

(G*u)k = Zﬁj-uk,j :(Sk, kel
JEZ

ot O désigne le symbole de Kronecker.

(M3) X est un processus ergodique et stationnaire.

(M4) Pour tout entier n et pour tout entier ji,...,J, dans {1,...,p},

P(X)=aj,,...,X,=aj,) > 0.

(M5) € = (e ) ez est une suite de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes
entre elles et indépendantes du signal source X ; oo est un scalaire réel positif inconnu.



(M1) permet de considérer toutes les configurations de p points de support. En particulier aucune
contrainte, du type treillis par exemple, n’est ici imposée.

(M2) garantit l’existence du filtre inverse 6 de u.

(M3) garantit que toute espérance de fonctions intégrables du processus X peut étre approximée
par sa moyenne empirique. En particulier, on ne demande pas que les (X}) soient indépendament
distribués.

(M4) permet de ne pas surestimer le modele en considérant que tous les points du support sont
chargés par I’ensemble des trajectoires.

On donne ici quelques exemples de processus pour lesquels les hypotheéses sont vérifiées :

e Bruit blanc: lorsque les variables X, k € 7, sont indépendament et identiquement dis-
tribuées, les hypotheses (M1), (M3), (M4) sont vérifiées.

e Processus seuillé : soit (V;);cz un processus stationnaire tel que la distribution de toutes ses
marginales finies soit continue (par exemple, un processus Gaussien). Soit m; < ma -+ <
mp—1 des nombres réels, avec moy = —00, m, = +00. On définit le processus seuillé (X)rez
par : Xj = x; si et seulement si V;, € |mj, mji1]. Alors les hypotheses (M1), (M3), (M4)
sont vérifiées.

e Chaine de Markov récurrente apériodique : soit (Xj)rez une chaine de Markov d’espace
d’état de cardinal p et une matrice de transition telle que toutes les probabilités de transition
soient positives, alors (M1) et (M4) sont vraies. La chaine étant apériodique et récurrente,
(M3) est aussi vérifiée.

La distributivité gaussienne du bruit € a été ainsi choisie pour des raisons de clarté d’écriture.
Cependant, tous les résultats de cet article sont également valables lorsque le bruit est de la forme
oMk, OU My, suit une distribution infiniment divisible de classe L de moments connus. On pourra
consulter 'ouvrage de Petrov [Pet75] & ce sujet.

On a ainsi pour s = 6,
‘v’tEZ, Wt(ﬁ) :Xt+0'()(9‘k€)t.

Pour o9 = 0, dés que 8 est connu, on a résolu le probleme. En revanche, en présence d’un bruit
additif (¢ # 0) les techniques sont totalement différentes selon que le niveau de bruit oq est connu
ou non. On se place ici dans le cadre d’un niveau de bruit g inconnu.

2 Procédure d’estimation.

On donne tout d’abord un premier résultat probabiliste permettant de mesurer la concentration
d’une distribution @ sur p points de support inconnus.

Théoréme 2.1
Soit ¢1 une fonction de IR dans C, soit Q une mesure de probabilité sur IR, soit dg un vecteur de
complezes de taille (p+ 1)? tel que Vk,j € {0,...,p}

&y = [ dtele)aew)

Soit D(dg) la matrice définie par

0,0 0,1 0,p

o g 0,

kg _ Q Q Q
D(dq) = (dg’ )k,j=0,....p = : : :
p0 1 p.p

oo b



Enfin, sotent Vp,...,Vp, p+ 1 variables aléatoires indépendantes de loi Q).
Soit h(dQ) = det(D(dQ)).
On a alors la représentation suivante:

hdg) = ——E | [ 16:V) — 61 (0R)?

!
(p+1): 0<j<k<p
On notera indifféremment dg et dy lorsque V est de loi Q.

On tire immédiatement de cette représentation le corollaire suivant.

Corollaire 2.1
h(dg) >0

De plus, si l'on suppose ¢, injective de R dans C,

h(dg) =0 < Q est une mesure de probabilité sur IR discréte avec au plus p points de support.

Exemples :

1. Soit ¢; la fonction de IR dans IR définie par ¢ (z) = z. On obtient pour h(dg) la forme de

Hankel.

2. Soit ¢ la fonction de IR dans € définie par ¢ (x) = expi27¢(z) ol ¢ est une fonction de IR

dans 10, 1] injective. La fonction h(dg) est la forme de Toeplitz.

3. On peut considérer par exemple ¢ (x) = expx pour z appartenant & IR ou encore ¢y (x)

arctg(zx).

Remarques :

1. En notant ¢y, = ¢¥, de telles fonctions ¢, forment un systéme de Tchebychev (T-systéme).

En effet
P P
(@) =0 = > ¢k@) =0
k=0 k=0
= on a au plus p racines du polynéme en ¢ (z) : Z o1 ()

De plus ¢; est injective, on a donc au plus p racines z du systeme.

. On ne peut considérer ce corollaire comme une conséquence du théoreme caractérisant la
fonction de contraste exposée dans Gassiat et Gautherat [GG98] utilisant directement les
propriétés des T-systemes. En effet, il n’est pas nécessaire ici de se ramener sur un ensemble
inclus dans un compact pour appliquer les propriétés des T-systemes. Ce point est essentiel,
car il permet de travailler avec des signaux dont on ne connait pas a priori ’étendue du
support.

De plus l'injectivité de ¢ suffit.

. Néanmoins, cette représentation ne prend en compte qu’un certain type de fonctions de
contraste. Par exemple, elle ne permet pas de traiter le cas de la fonction de contraste du
maximum d’entropie sur la moyenne (voir Gamboa et Gassiat [GG96]).

On utilise & présent la divisibilité de la loi gaussienne. Plus particulierement on utilise la propriété

suivante, pour tout € ~ N(0, 1),

I, ~N(0,1), VOSBYO<a<B, Be=Vp2—-a’ij+an



ou 77 et 1 sont indépendantes entre elles. On obtient ainsi

I, 7~ N(0,1), YO< o <o, Wi(s)=(skxuxX)+/og —02(s*i) +o(sxn)

On notera pour toute la suite Z;(s) = (s xu* X); + /o2 — 02(sx7);.
On remarque deux points essentiels :

e pour o =0 et s =0, Zp(0) = Xy.

e pour tout s # 6, pour tout o < g9, Z:(s) a une distribution qui charge plus de p points de
support. La preuve de ce résultat peut se consulter dans [GG96].

On construit maintenant dz(s,o) sur la loi @ de Zy(s). D’apres les deux remarques précédentes
on a pour tout o < oy,
h(dz(s,0)) =0 <= o =0 et s=4.

On veut construire dz a partir de dyw ou dw est construit sur la loi de Wy(s). Pour ce faire, on
demande & la fonction ¢q, en plus d’étre injective, de vérifier la propriété suivante

Jp1deVr,y € C, o1z +y) = ¢1(2) © @1(y)

ol ® représente I’addition ou la multiplication et o1 et @2 sont deux fonctions injectives continue-
ment dérivables telles que E(cpg(e)kg@(e)]) < 400 pour tout k,j < p avec € ~ N (0,02]s||3).

Le vecteur dw s’exprime alors comme suit :

Vs € L(Z), Yo <oy, (dw(s))k; = E (¢1(W0(5))k¢1(W0(3))j)

= E((21(20() ® p2(o(s%1)0) ) 91(Z0(3) © palols xmo) ) -

De plus, on remarque que les moments conjugués de la fonction s du bruit filtré par s sont connus
car o(s*n) est une variable gaussienne centrée de variance o?||s||3. C’est-a-dire que les coefficients

i(3,0) = B (@205 x ) ) a0l x ) )

sont connus. Comme ¢ est continuement dérivable en s et o, v (s, o) l'est également.

1. Inversion dans le cas de 1’addition.
A T’aide de développements du bindéme, il est aisé de calculer les moments conjugués dz de
la variable ¢1(Zp(s)) a partir des moments conjugués dw de ¢1(Wo(s)) et yxi(s,0). On
procede en inversant le systeme triangulaire suivant :

Vs € h(Z),Yo oo, dw(s) = Au(o*Isl) (B(er(Zo(s) e1(Zo(3)))
= A (0%Isl13) dz(s,0)

k,j=0,...,p

avec pour tout filtre s et tout niveau de bruit o < gg, A,,(0?||s]|3) une matrice triangulaire
inférieure, de taille (p + 1)2 x (p + 1)2, de termes diagonaux égaux & 1, dont les termes non
nuls sont des combinaisons linéaires de 7, (s,0). Ainsi A, (0?||s||3) est différentiable, de
différentielle continue par rapport a s et o.

2. Inversion dans le cas de la multiplication.
On peut encore plus aisément calculer les moments conjugués dz de la variable 1(Zy(s)),



a partir des moments conjugués de ¢1(Wo(s)), dw, et vx,(s,0). On procede en inversant le
systeme diagonal suivant :

Vs € L(Z), Vo < oo, dw(s) = Ba(o®llslB) (B (v1(Z0(s) 01 (Z(s))) )
= B(ollsl3) dz(s,0)

k,j=0,...,p

ot By, (c?||s||3) est une matrice carré diagonale non nulle de taille ((p + 1)2)2 dérivable de
dérivée continue par rapport a s et o.

On note Ay, (0?||s||3) la matrice permettant d’inverser le systeme considéré (A,, = A,, dans le
cas de laddition et A,, = B, dans le cas de la multiplication). On remarque que l'on peut
toujours définir un vecteur d pour tout ¢ € IR+ par inversion du systeéme

Vs € 1L(Z),Vo > 0, dw(s) = Ay, (o|lslf3) d(s,o)

ou encore dw = A,,d. Mais pour o > 09, d ne sera pas forcément le moment conjugué d’une vari-
able aléatoire. Aussi appelle t-on d le vecteur des pseudo-moments conjugués et on omet d’indicer
par une probabilité ce vecteur.

Jusqu’a présent, on a établi une expression de d en fonction de dw et A,,. Il s’agit maintenant
de travailler avec les observations Wy, ..., W, d’une part. D’autre part, le filtre u et par 14 méme,
le filtre inverse 6 de u étant non-paramétrique (M2), il va étre nécessaire de tronquer cette suite
a laide d’un parametre de troncature m(n), suite croissante d’entiers vérifiant

mn
lim m(n) =400, et lim (n)
n——+o0o n——+o0o n

=0 2)

pour estimer le filtre inverse 6.

On définit maintenant tous les objets précédement présentés dans leur version empirique, en
prenant soin de n’utiliser que les observations W7y, ...,W,, et en gardant 'expression exacte (non-
empirique) de Ay, en vertu de la connaissance a priori de la nature de la distribution du bruit
inobservable e. La filtration de W par s devient donc

+m(n)
Vs € ly(Z), YVt € {m(n)+1,...,n—m(n)} Wi(s)= Z sk Wi_p. (3)
k=—m(n)

On définit les estimateurs dy, des moments conjugués de ¢1(Wy(s)) par les moments empiriques
des variables tronquées :

R 1 n—m(n) e __ b
(dw(S))M = o t:%(n) 61(We(s))" 61 (Wa(s) .

On notera Empi; 'espérance empirique ainsi définie :

) n—m(n)
Empiy = -—5 0
mpre = T 2m(n) tl%:n(n)

Les estimateurs (fk ;j des pseudo-moments conjugués dy, ; s’expriment comme solutions du systeme
triangulaire : R R
Vs € W(Z) Yo >0, dw(s) = Ay, (0°|s]I3) d(s, o)



On définit la fonction de contraste empirique Hy, (s, o) exprimant la concentration sur p points de

~

support inconnus des estimateurs des pseudo-moments conjugués d(s, o).
Vs € L(Z),Yo >0, Hy,(s,0)=h (J(s,a)) . (4)

Ne connaissant ni le comportement, ni le signe de H,, pour o > og, on considere le carré de H,
d’une part et on introduit un terme de pénalisation §(n) du niveau de bruit ¢ d’autre part. La
fonction J, (s, o) ci-apres définie va ainsi prendre ces arguments minimum en les plus petites valeurs
de o.

Soit §(n) une suite réelle strictement positive de limite nulle & 'infini.

Ja(s,0) = H2(s,0) +6(n)? o (5)

Dans le but d’établir un résultat de consistance de ’estimateur du filtre inverse #, on va restreindre
Pensemble dans lequel ce filtre peut évoluer a un compact @ de [;(Z). De plus, afin d’assurer
P'unicité de la concentration sur p points de support du processus (8 x u * X);, on fixe dans ©
I’échelle et le décalage dans le temps du filtre inverse 6. C’est-a-dire

VGE@, ()\H*U)t,[(:(50:> KZO, A=1.

Soit maintenant © un ensemble compact de I;(ZZ) dans lequel ’échelle et le décalage dans le temps
sont fixés. On définit ©,, 'intersection de © et des filtres tronqués :

O, ={(sk)rezm €O : s, =0, V|k| > m(n)}

On définit les estimateurs (é\, o) du filtre inverse 6 et du niveau de bruit oy par les arguments
minimum de J, sur ©,, x RT.

On introduit deux hypothéses supplémentaires afin d’obtenir la convergence presque siire des esti-
mateurs,

e (M6) : Supposons que Vk,j=1,...,p,

lim 3" 6y (Wi (6) 6 (Wo8) — E (6 (Wo(6) & (Wo(@))' ) = 0

n—oo n 0(n) —

presque sturement.

e (MT7) On suppose que

L)

Y 6kl ] = o(6(n)

|k|>k(n)

et que © est un sous-ensemble fermé de l’ensemble compact {s € l; : |sp| < T k|7, a > 1},
ou T est un réel strictement positif.

e (MB8) Soit ¢y injective de R, dans C telle que ¢1(0) = 0 dans le cas ot © représente l'addition
et $1(0) =1 dans le cas ot ® représente la multiplication.

Théoréme 2.2

On suppose vérifiées les hypothéses (M1) a (MB8). Soit m(n) telle que lim,_, ; % =0.

Alors 6 converge presque sirement dans Iy vers 0, et & converge presque siirement vers oy.



On trouve la preuve de ce résultat dans [GGI8] lorsque ®; est 'identité et ® est 1’addition.
L’extension au cas ® multiplicatif n’est pas significativement différente, aussi on ne présentera pas
la preuve ici.
Remarque :

e Tant que d(n) ™" = o (| /oo ) Vexpression 61 (W3(6))*61 (Wo(8)' B (é1(Wo(6))*61 (Wo(8)) )
obéit a la loi du log-itéré. Des conditions suffisantes peuvent étre trouvées dans [Dou94] ou
[HHS0].

e On peut alléger ’hypothese (MT7) en ne demandant plus que la décroissance de la queue
du filtre inverse en o(d(n)). On obtient alors le théoreme (2.2) avec une convergence en
probabilité.

3 Restitution de la loi du processus X.

L’objet principal de cet article est la restitution de la distribution du processus émis X. En effet,
nous avons jusqu’a présent identifié et estimé le filtre inverse 6 de u et le niveau de bruit oq .
Or, en présence de bruit (op # 0), l'identification du filtre inverse 6 et du niveau de bruit oo ne
permettent pas de restituer le signal (X)rez. En effet, les observations filtrées par le filtre inverse,
(W(0))tez, sont des observations bruitées du processus (Xi)rez :

Vt € Z, Wt(0) :Xt+0'0(€*9)t.

Afin de tendre vers un résultat de déconvolution totale (restitution des (Xj)rez), on estime la
loi du processus (X )rez. Il s’agit d’estimer les points de support a1, ..., ap ainsi que les masses
m,...,Tp les chargeant. Il serait théoriquement possible d’utiliser des estimateurs du maximum
de vraisemblance des points du support (a;)1<i<p et des masses les chargeant (7;)1<i<p. En effet,
ayant ici choisi la distribution du bruit € de nature gaussienne, nous avons

P
Wi(8) ~ D miN (az,05110113)
j=1

ot les Wy (6) sont des variables aléatoires dépendantes, de structure de covariance connue (dépendant
de 0) lorsque les X sont indépendemment distribués. Dans le cas contraire, la nature de la distri-
bution du vecteur W (6) = (W;(6))icz n’est pas accessible, seule ses marges le sont. Cependant,
en se cantonnant au cadre plus restrictif ou les X sont i.i.d., sous réserve que la structure de
dépendance des Wy (#) ne soit pas trop forte - par exemple, 6, = 0, V|k| > K - on peut utiliser
des estimateurs par blocs de taille 2K + 1 du modele de mélange sachant que grace a I’hypothese
(M4) le modele n’est ni sous-estimé, ni surestimé.

Mais, outre les restrictions que cette approche impose au modele en matiere de nature du filtre
et de structure sur la loi du signal source, la complexité algorithmique générée par le calcul du
maximum de vraisemblance se situe tres rapidement au dela des limites des capacités calculatoires
usuelles. En revanche, on peut alors faire appel & des techniques bayésiennes mais celles-ci vont
se heurter au probleme de la génération d’une loi 7* suffisament proche de celle de X (voir Li et
Shedden [LSO01]. On choisit ici d’utiliser directement la nature p-concentrée de la distribution du
processus (Xg)rez, sans autre restriction sur le modele que les hypotheses préalablement posées.
On établit des estimations des points de support et des masses. Ces estimateurs sont, directement
fonction des estimations du filtre inverse 8, du niveau de bruit o et des pseudo-moments conjugués
d(9, (70) .

On commence par établir une caractérisation algébrique des points de support (a;)i<i<p et des
masses (7;)1<i<p- Basée sur cette caractérisation, on définit les estimateurs (a;)i1<i<p des points



de support et (7;)1<i<p des masses. Puis, sans autre hypotheése sur la nature du filtre inverse 6 -
c’est a dire avec 8 éventuellement non-paramétrique - on donne un résultat de consistance de ces
estimateurs.

Enfin, lorsque le filtre inverse 6 est paramétré, on établit la loi asymptotique de ces estimateurs.

3.1 Caractérisation des points de support et des masses

Il est possible de caractériser les points de support {a;)i=1,... , et les masses (7;);=1,... p les chargeant
a partir des seuls moments de p; (Xp). On utilise pour cela la structure de T-systeme de I’application

P1-

On considere la matrice D(dx) construite sur les (p + 1)? premiers moments conjugués de la
variable 1 (Xp). On obtient le résultat algébrique suivant

Lemme 3.1
On suppose (M1) et (M8) wvérifiées. La plus petite valeur propre de D(dx) est simple et égale a
Z€T0.

Le théoreme suivant exprime les (a;)1<i<p et les (m;)1<i<p en fonction seulement des moments de
»1(Xo) de maniere algébrique.

Théoréme 3.1

On suppose (M1) et (MB8) vérifiées.

1. Soit v* le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre de la matrice D(dx).
Soit le polynome Py« (p1(x)) = Z?:o vl (z)!.
Les zéros ordonnés de f(x) = Py-(p1(x)) sont les points de support (a;)i<i<p-

2. {m,...,mp} est l'unique solution du systéme linéaire en (x1,...,x,)
P
VE=0,...,p—1, E(e1(Xo)*) = zipr(a)
i=1

Les preuves du lemme 3.1 et du théoréme 3.1 se trouvent en annexe.

3.2 Estimation des points de support et des masses

On va établir la version empirique des objets précédemment définis. Pour ce faire, on remarque
tout d’abord que
dx =dz(0,00)

~

Soit maintenant v* le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre de la matrice D( (5, o))
construite sur les pseudo-moments conjugués empiriques.
On définit les estimateurs (a1, ... ,a,) comme suit

Définition 3.1
Pour n suffisament grand, @i, ...,a, sont les zéros ordonnés dans R, de P, (p1(7)).

On obtient les estimateurs (7;)1<i<p des masses chargeant les points du support (a;)i1<i<p par
inversion du systéeme triangulaire suivant :

Définition 3.2
VE=0,.,p—1, dB,6)k0=Y 7 o1(@)"



Ces définitions utilisent pleinement la structure p-concentrée du signal.
On établit maintenant la consistance de ces estimateurs.

Théoréme 3.2
On suppose vérifiées les hypothéses (M1) a (M8) et lim,,—, 4o % =0.
Alors, pour tout 1 =1,...,p, a; et T; sont presque sirement consistants.

Avec ’hypothese (MT) allégée, on obtient la consistance en probabilité.
La preuve de ce résultat se trouve en annexe.

3.3 Vitesse de convergence des estimateurs des points de support et des
masses.

On cherche maintenant & établir la distribution asymptotique des estimateurs (a;)1<;<p des points
de support et des estimateurs (7;)1<;<p de leur masse .

On se restreint pour cette étude au cas paramétrique. Plus précisement ’ensemble © est représenté
par un modele paramétrique dont le vecteur parametre £ évolue dans un compact X de dimension

0, &= (§)j=1..¢:

©:={6(¢), € K}
la fonction de paramétrisation 8 étant connue. Soit & la vraie valeur du parametre.
Nous supposerons que ’hypothese (P) est vérifiée :

e (P) L’application 0 : £ — (&) de K dans [;(Z) est deux fois continuement différentiable.
. 2
Pour touti=1,...,q, (%)kez et (%)kez sont dans [ (7Z).
De plus les vecteurs (%(fo))kez, e (% (&0))kez et (8(&o)k)kez sont linéairement indépendants.
1 €q
Enfin, le paramétrage vérifie la condition d’identifiabilité suivante :

0k(&) = Ny—x(¢), Vk € L= \=1, K=0and £ = ¢

En d’autres termes, (P) introduit des conditions sur la fonction de paramétrisation 6 permet-
tant de procéder a ’aide de développements a 1’ordre 2. La condition d’indépendance linéaire des
différentielles partielles premieres de (0 )rez en & et de (6(&o)k)rez est du méme type que les
conditions de qualification requises pour la recherche d’un optimum sous contraintes (théoréme
de Kuhn et Tucker). Enfin, comme dans le cadre non paramétrique, il est nécessaire de fixer le
décalage K et I’échelle A afin d’avoir un modele identifiable par application du filtre inverse 6(&).

Pour établir la distribution asymptotique de (@;);=1,...p €t (7;)i=1,..., on utilise la procédure
d’estimation de E et o [GG99]. On énonce brievement les résultats dont nous aurons besoin par la
suite. On estime & et 0p, en minimisant L,(¢,0) := J,(0(€),0) pour tout £ € K et tout o € R™.
On note E et ¢ ces minimum. Par transcription littérale du théoréme (2.2) sous les hypotheses
(M1) & (MB8) ainsi que I’hypothése (P), on obtient un résultat de consistance de £ et & . De méme
les estimateurs (@;)i1<i<p et (7;)1<i<p sont définis de maniere similaire et vérifient la propriété de
consistance avec 6 := 6(¢).

On fixe plus finement les vitesses de convergence relatives du parametre de troncature m(n),
de la pénalisation §(n) et du temps n avec I’hypotheése (M9) suivante

. (MQ)
. m(n) . B . B
Jm =0 Jm v ) 10 =0 Jim Vad) = oo
[k|>m(n)
lim /né(n)*> = 0.
n—oo
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Enfin, on impose une hypothese (M10) assurant la convergence normale des moments empiriques
conjugués standards ¢(0(£*)) de W(6(£*)) et de leur différentielles premieres en £*.

On définit les moments empiriques conjugués standarts en & par ¢(0(€)) = (c(t‘)(f))k,j)(k D=0, p)2
ol

= S GO G TE@) et B = F (6 (Wo(6(©) 61 (Wo(@@) )
e (M10)

¢(0(€7)) — c(0(£)) .
\/ﬁ< DL (2o B(€") —cof(er) ) > — N(0,T) en loi
Notons que sous (M10), (M6) est vérifiée. Soit I'y la matrice de variance-covariance asymptotique
de /n (C(B(£*)) — c(6(€7))). Afin d’alléger I’écriture, nous noterons 8 = 6(¢) et § = (¢*) excepté
lorsque la dépendance explicite en £ est requise. R

Sous cette hypothese, Iarticle [GG99] donne le comportement asymptotique de y/n (£ —&*) (preuve
du théoreme 4.2) qui est tel que :

(D ,Hn(0(£), 00))
Dy Hy(6(5*), 00)

Vi (€-€) =~ Vi Hy(8(67),00)(1 + 0(1)) (6)
Le lemme (3.2) qui suit précise la forme de la différentielle seconde apparaissant dans la loi asymp-
totique de E (6) et une condition suffisante pour que cette différentielle soit non nulle. On introduit
quelques notations et une hypothese utilisée par la suite.

On note g;; = g(Xéi)) - g(Xéj)) ou les Xéi) sont des copies indépendantes de Xy, et g; = g(Xéi)).
Soit ’hypothese (M11)

e (M11)
1 _
Bl I leul” | +3B | Re | @on(xs” + 537 T leal
i<j,#(0,1) i<j,7#(0,1)
+ S B Re (XMl + X0 )7 TT leesl? | £0
i<j i1 <j',#(4,5),#(0,1)

Lemme 3.2 Sous les hypothéses (M1) ¢ (M10), on a

DIH 0 * _ _8||0||%UOE 112 12 0
o ( (5 )70-0) - (p_ 1), |(P1| H |901]| 7£

i<j#(0,1)

et avec pour tout [ entier relatif,

O*H(0(¢%),00)  —16006,
0s100 B (p+1)!

i I lewsl?

i<j i <j",#(1,5)

B 800”6||ng Re (<p @ (ux (XD 4 x0)))_ z) I el

i<y i1 <! #(4,5)

11



40019113 y . _
— o T Re wx )PP ST (@udh el +aek) T e P
i<j k=i+1,#j i <j' #(1,5) #(i,k)
p
— Re|@xX)D 2 N @ues 1l +ouek) [ leesl?
k=j+1 i <j'#(1,5)#(4,k)
- i—1
— 2Re | wx X) DY @ued) [ lewsl
k=0 i <" #(1,5)# (k)
+ 2Re | (wx X) DR ST (Bye)) 11 i1 |2
k=0,#i i <j'#(1,5)#(k,j)
1600 ||6 ij
f;”l”ij Y B Re (s XO)_ilgh P + (wx X0l ol ) By I lowr
p i<j i'<j' #(i,5) <"

De plus, sous Uhypothése (M11), on a DigH(t‘)(f*),ag) #0
Remarque

e Lorsque 'on considere les fonctions de contraste particulieres Hankel ou Toeplitz, on obtient
des expression considérablement simplifiées.

e Sil’on utilise la structure de dépendance des (X},)rez, les termes en ((uxX)_;); ; sont alors
explicites. En particulier, dans la cas i.i.d., tous les termes comportant des expressions du
type (ux X)) [1; <j 9ij» s’annulent.

e Sous Hankel et Toeplitz, avec un signal i.i.d., (M11) est vérifiée quelque soit la nature du
filtrage.

Comme nous le verrons avec le théoréeme (3.3), la distribution asymptotique des estimateurs
des points de support et des masses est essentiellement liée & celle des pseudo-moments conjugués
d(0 o). Cest pourquoi, deés & présent on explicite totalement cette distribution dans le lemme
(3.3) en s’appuyant sur le résultat donné par le lemme (3.2).

Lemme 3.3 On suppose que les hypothéses (M1) a (M11) et (P) sont vérifiées. Alors,

lim /7 (d(8(€),5) — d(9("),70)) = N(0.T)  en loi

n—+oo

ol

L __cr'c
"7 DLH(6(€"),00)?
avec
t N2 *
0=[Dé,gd<e<s*),ao)( Deo HOE ), o) )Déh(d(e@*),ao))H(pH) £0

Avec cette distribution asymptotique, on a I'intégralité de la variation stochastique des estimateurs.
En effet, comme on peut le voir dans le théoréme suivant 3.3, les lois asymptotiques de @ et 7 sont
ensuite déduites par des manipulations algébriques ne dépendant que de ¢1, p, a, 7 et en aucun cas
de la structure stochastique de Xy, + o¢(6 * €).

12



On définit maintenant les objets relatifs aux points de support, & leurs masses et & la fonction de
contraste utilisée.

1 1
<p1(a1) (pl(a,p) 0 ' 0
Ao = ; ; Agy = (7561 (aj)ion ()"
@1(a)P~! o1(ay)P~! 1<i<p—1;1<j<p
lpi (a)P Ky ... 0 )
A= o K;j=E| [ len(Xo) = ou(an)?
0 coe P (ap)PK, I <i<p_1i1<i<p i=1,#j

R A NN ]
w = Pw=v=(01,Wp4t2), - Wh(pt1)+1s - - Wp2)k=0,...,(p—1)

et B € M, (p41)2 une matrice définie par colonne par indexation de chacune des (p + 1)2 colonnes
par le couple (i,7) € {0,...,p} et

Bij), = "Divi(ei(a))v + "Dyv;(ei(a))vf

On est maintenant en mesure de donner les lois asymptotiques des estimateurs des points de
support et des masses les chargeant.

Théoréme 3.3 On suppose (M1) a (M11) et (P) vérifiées, lim, oo mn) — 0, et ¢ (0) = 0
dans le cas additif et ¢1(0) =1 dans le cas multiplicatif. On a alors

Vvn(a—a) — N(0,T,) en loi

et
vn(@—m) — N(0,Tz) en loi

ot Ty = 4|v*|4A BDlH( (gic ok tBA!

)
et Tn = A5} (Agy 72 B = P) proviterCoys HAG! (Agy st B = P))

DS H(6(£7),00)*

@1 2[vg

On donne en quelques mots I'idée de la preuve. Le coeur de celle-ci réside en I'obtention de la vitesse
de la plus petite valeur propre Ag. La loi asymptotique de 7 se déduit ensuite assez simplement
de celle de @. Nous avons défini précédemment I’estimateur a des points de support du processus
discret X par rapport & la plus petite valeur propre de la matrice D. Plus précisemment, les
coordonnées de @, (a1, .- .,ap) sont les p racines du polyndome de degré p en @1 (z) : P, (p1(z)) =

j=o
/\0. Exprimer la vitesse de convergence de l'estimateur des points de support @ revient a relier
cette vitesse a celle de la convergence de D vers D. Aussi ne faut-il pas se servir “brutalement” de

'expression du polynome P, . Le point clef ici est de saisir le role de la plus petite valeur propre Ao

vipr(z )7, o1 7* est le vecteur propre de la matrice D associé & sa plus petite valeur propre

de la matrice des estimateurs des pseudo-moments associés D. On retrouve ici I'idée développée a
plus ou moins grande échelle, d’un indice de concentration de p points de support synthétisé en la
plus petite valeur propre d’une matrice de Hankel ou Toeplitz de taille p [LS00], [D.H92], [Mak81].
Comme v* est le vecteur propre de D associé a la plus petite valeur propre )\0, pour tout vecteur
v de taille (p + 1), on a

tyDv _ to Do

IlE = T3

13



Maintenant, on note v Papplication bijective associant a tout point b = (b1, ...,by) € C° un élément
de €' N {|| . || = 1} image v(b) définie par :

Ve e R, Y vi(b)ei(x) = vp(0) [ (01(2) = o1(b2)

j=0 i=1
Ainsi, pour tout vecteur b € €7, Jv € €PN {||.]|, = 1} tel que

t5Dv

[lv]13

v=uv(b) avec

= [v,(b)|” Empi, (H l01(Z:(8;5)) — sol<bi>|2>

i=1

On note g(b) cette application. On a pour tout b € CP,

|0p(b)]” Empi, (H |01(Z:(8;5)) — w(bi)ﬁ) > |vp(b*)]* Empi, (H l01(Z4(8;5)) — sol<b;f>|2>

i=1 i=1

Et par définition de @, on a a = b* ~

On voit ici clairement apparaitre le sens de 'opportunité de la plus petite valeur propre Ag : elle
signifie que I'on a chercher les p points sur lesquels se concentre en moyenne la mesure du processus
Z1(8;5). Celle-ci convergeant vers la mesure de Xy qui a p points de support a = (ay,...,ap).
L’estimateur @ convergera donc par un simple un jeu algébrique vers a a la vitesse de convergence
de Z.(6;7) vers Xp.

Cette méthode d’estimation est aisée a implémenter car il ne s’agit que de la recherche de la
plus petite valeur propre d’une matrice bien déterminée et de recherche de zéros d’un polynome
d’une part et d’une inversion d’un systéme linéaire d’autre part.

De plus ’ensemble des objets définis dans I’expression des lois asymptotiques sont explicites et
implémentables. En effet, la covariance I';, est une fonction de I' qui dépend de la structure de
dépendance des (X;) et de (6 x €) permettant d’obtenir un théoréme central limite de matrice de
covariance I'. Elle dépend également des objets A, B,C,D.H et vy. La derniere coordonnées de
v* se calcule aisémment pour tout p, voir par exemple Ralston et Rabinowitz [RR90], en fonction
de p de a et de ¢;. Les expressions C' et DLH se calculent avec 'aide des résultats donnés par
le lemme 3.2 apres avoir établi le type de fonction de contraste utilisée et la structure des (Xy).
Enfin A et B sont directement calculables en fonction seulement de a , m et de la fonction ¢y,
sans considération sur le type de dépendance du processus (Xj) ou sur la nature de la filtration
(up)rez-

La matrice de covariance I'; est définie par rapport aux mémes objets que I';, avec de plus les
matrices Ay, et A, qui dépendent des a;,m;,p et 1 d’une part et de P qui dépend de p d’autre
part. Tous ces objets peuvent donc étre estimés ce qui permet de construire des intervalles de
confiance pour a et .

Outre 'intérét de ce résultat afin de permettre une restitution du signal X par la voie bayésienne,
I’analyse de la distribution asymptotique obtenue est également intéressante en tant que telle. En
effet ce résultat exprime quantitativement en fonction de quelles données du modele la variabilité
des estimateurs des points de support évolue.

4 Preuves.

Preuve du lemme 3.1 : L
La matrice D(dx) est hermitienne car (dx)x,; = (dx); k- Elle est donc diagonalisable dans € . On
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note (A;)o<i<p ses p+1 valeurs propres complexes, de vecteurs propres associés vl = ('l)(-i))j:07___7p.
On a

p

p .
Yu € ®p+1, tﬂ D(dx) u = ZZﬂkUjE(gOl(Xo)k(pl(Xo)])
k=0 j=0

Donc

Yue CPT, taD(dx)u= Zuk% Xo)* (7)

ou |.| désigne le module d’un complexe.
Ainsi, toutes les valeurs propres de D(dx) sont réelles et positives. En les considérant ordonnées,
on a:

0< X <A< <A

Soit le polynéme P de ¢1(z), de degré p, défini par la forme factorisée suivante

p

Ve eC, Pei(2) =[] (er1(x) - pi(a:)

i=1

Il existe une suite (w;);=o,... , de complexes, telle que P s’écrive sous la forme linéarisée suivante
p
Ve e €, Plpi(z)) =Y wjpi ()" (8)

et on a P(p1(X1)) = 0 presque sirement. En particulier avec 1’égalité (7) et la forme linéarisée
(8), on obtient

Lo D(dx) w=E|P(p1(X0)))> =0= X =0, et 38, v* =pw

Il reste & montrer que cette valeur propre est simple. Autrement dit que '@ D(dx) v = 0 si
et seulement si u est colinbaire & v*. Mais *u D(dx) u = 0 si et seulement si le polynéme
P.(p1(Xo0)) = Sh_our(p1(Xo))* en ¢1(Xo) est nul presque stirement. Or P, = 0 presque
stirement si et seulement si ¢;(Xp) prend ses valeurs dans ’ensemble des racines de P,. Comme
les racines de P, sont au nombre de p, et que ’ensemble des valeurs de ¢;(Xj) est de cardinal p,
par ’écriture factorisée, il vient que P, est un multiple de P, et ainsi que u est colinéaire a v*.

Preuve du théoréme 3.1 :

a) Le lemme (3.1) nous assure que le vecteur propre v* associé a la plus petite valeur propre
Ao de D(dx) est bien défini, de maniére unique, en fonction des moments de ;(Xp), & un
facteur pres. Ainsi Py« est également bien défini de maniére unique, & un facteur pres. En
tant que polyndme de degré p, il admet p racines complexes. Or, on a ai,...,a, qui sont
racines de P,« car Py« (y1(Xop)) = 0 presque sirement.

b) Le systéme

Vk=0,...,p—1, E(pi1(Xo)" Z:wl a;)"

admet un unique vecteur x solution dans IRP. En effet, le déterminant de ce systéme est un
déterminant de Van der Monde égal a

II (ei(ai) = e1(ay))

1<j<i<p
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1 étant injective et les points du support étant tous distincts (M1), le déterminant est non
nul. De plus, on a

VE=0,...,p—1, E(p1(Xo)* chm a;)*

Ainsi, V1 <i<p, m=x;.
Preuve du théoréme 3.2 :

a) On considére le systeme triangulaire suivant:

dw (8) = A, (3°(18113)d(9,5) 9)

Et, sous les hypotheses (M1) a (MT7) le théoréeme 2.2 donne la convergence presque stre de
0 vers 6 dans 1 (ZZ) et de & vers oo avec n. Par ergodicité du processus (Xi)rez, le vecteur

composé des moments conjugués empiriques calculé en W () converge presque sirement vers
le vecteur des moments conjugués calculé en Wy (). En inversant le systeme (9) et en utilisant
la continuité de A;QI en s et o, on a, presque surement,

A~ A~

lim D(d(8,0)) = D(d(8,00)) p-S. (10)
n—+00
Par construction D(d(8,5)) est une matrice hermitienne. Elle est donc diagonalisable dans

C . On note A; ses p + 1 valeurs propres. On pourra vérifier par un raisonnement analogue
a celui effectué dans la preuve du lemme 3.1, que celles-ci sont réelles. Comme D(d (0 7))
converge vers D(d(6,0¢)) presque slirement, on obtient la convergence des valeurs propres :

ngrfoo(ki)lgigp = (\i)i<i<p presque sirement
En particulier, en tout n, on s’intéresse a la plus petite valeur propre de D(J(a, 7)), c’est-a-
dire Ao = ming=1,_p,{A\x} qui converge presque slrement vers \g = 0. Autrement dit, avec
la convergence (10)

Ozlr&m {kzodﬁak] lim vk vt}
d

oi1 %) est le vecteur propre associé a I'instant n & la valeur propre A;. On note néanmoins

90 = 7* et v(® = p*. Ainsi, en particulier, 7* converge vers v*, et le polynéme P, défini

par
P

)=t @)

converge presque slirement, pour tout = dans IR, vers Py« (p1(x)). Or Py« (p1(z))possedant p
racines distinctes a1, ...,ap, pour n suffisament grand, P, (1 (z)) admet p racines distinctes

{@1,...,a,} convergeant vers {a1,...,ap}.
En tout n, on ordonne ces racines que ’on note {ay, ...,a,}. On a alors

Vi<i<p, lim a;=a; p.s.
n—o00

b) Le systéme

14
VE=0,..p—1, dpo(0,5) = Fipr (@)t
i=1
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c = (dk,o ((9\, o)

k=0,...,p—1
O = (@i)i=t,..p
1 1 1
p1(ay) p1(az) e1(ap)

e1(@)P 1t p1(az)P @1 (a,)P

Le déterminant de A est le determinant de Van der Monde égal a :

H (p1(ai) — o1 (ay))

1<i<j<p

Or, comme, pour tout indice ¢ lim, ,oo @ = a; p.s. , a; # a; pour tout j # i, et ¢ est
injective, pour n suffisamment grand, on a ¢1(a;) # ¢1(@;) Vj # i. Le systeme est

inversible et on acheve la preuve avec la convergence presque sire de C vers C, A vers A et
II vers II.

Preuve du Lemme 3.2 :

On utilise ici pour une part des arguments similaires & ceux introduits dans Particle ([GG99]) pour
la preuve du lemme (4.1).

Lorsque o < 09, H(0(),0) peut s’exprimer comme fonction des moments d’une variable aléatoire.
Plus précisément, on a

Vo < 09,Vs € Z, H(s,0) = ﬁE H ‘901 (Z(()i)(s)) -1 (Zéj)(s)) ‘2
i<j

ol Zél) (5) = (s xux XD)g 4+ /02 — 02(s % €D)g avec pour tout i = 0,...,p et pour tout k entier
relatif, les X ]gz) et les e,(;) qui sont des copies indépendantes de X, et € respectivement.

Pour tout o, H est une fonction infiniment dérivable en s et o, et en particulier en s = 6 et
o = og. Pour tout o < og, on écrit la différentielle seconde par rapport & s; et o en ne gardant
que les termes donnant des termes de puissance nulle en \/o2 — 2. En effet, H étant infiniment
différentiable en o et s, elle ’est en particulier pour oy = o. Pour se faire, on développe au premier

ordre les fonctions de Z(%)(s) au voisinage de o¢. Par calcul direct, la différentielle partielle seconde
8%H (s,0)

53,55 €st égale a

e [R {_7" (7€ (wx X)) + B ey + (¢! (w3 X)) @0

2 _ 2
Vog—o

—0 (W_ij(SOWEQ(U * X) 0)ij + (9'€);; (07e (ux X)1)ij + Py (9" e e-1)ij + (9'€) (@ e1)ij

1<j

+  (PuxX)1)ij(0"€?); + @ e(ux X)1)ij(p'e);; + Py (" ee—1)ij + (Solefl)ij(cple)ij) }

H |80i’j’|2 —+ 22\/03 —(72R€ {@i’j’ ((ple)irj/} H |<Pi”j”
)

V<G # (4] i’ <G A7), #(1,4)

2

17

)



T Ol S

i<j @' <j' #(4,§)

. o
———=Re {Tij(¢'(ux X)_1)i;} Re {@wj (¢'€)ij }
ot —o?

—oRe {(w’e)ij(w'(u * X)1)ij + Pij (7€ (ux X)1)ij + Pij(¢'e—1)ij + Pij (' (u* X)—l)ij}
Re {(piljr (()0,6)7;!]'/ + (piljl (()0”62)1'1]'7 + (QOIE)irj/ ((go’e)i,jr }

T [lewsl +2y/o8 - o2 Re fomntelenms}| ]
<G #(1,4) (4 ,5") J

ot gi =1 (20(5)) = @1 (29(5)), €5 = (5% D)o — (s xeD)g et (e 1)s; =€) — ).
Enfin pour toute quantité g, h,l, on note (ghl);; = gDpM7) — gDRD ),
On calcule maintenant la différentielle au point (#(£*),09). Gréace & la p-concentration des X, (©

on a 0
V(9ij)i<js H (gij (X(i)) — 9ij (X(j))) =0 p.s.
i<j

On obtient alors

O?H (0(&*), 1
(»+ 1)!$ = —doot) Y _E <|¢j|2|(€l)ij|2 II |<Pi'j'|2)

i<j i<

— 400Y Y E((Re{@m(@aui} Re {(#(ux X)-0)ii (00, }

i<j i <j' #(i,5)
+ Re {0 (¢ (ux X) 1)is | Re {7 (¢ Yoy +Prpl” iy + |@'elly}

+ Re {@ij "e(ux X)_1)ij} o' €|z']' + Re {(goij(cp'e,l)ij} |<p'e|f,]-,

+ Re{(cp'(u*X)fz)ij@ij} |g0'e|?,j,) H i j» )
<G A5 )#(6,5)

oll maintenant @;; = @1 (Xéi)) — 1 (Xéj)), eij = (0(€%) xe)g — (B(¢*) % €19))g. On utilise la p-
concentration des X (), 'indépendance des variables € et X, le fait que E (Je_;|;;) = 4 et E (|e;;]?) =
41109113 et E (e€57) = 2||0(€%)||3 pour i’ = i et = —2||6(¢*)||3 pour i’ = 4, et on obtient finalement

82H (& , 0 i
(p+ 1)!% = 16000 Y E (Iso]-l2 1T Iwy"IQ)

i<j i<

SUollﬁllzzE(Re(w @i (ux (X0 + X)) )Hmw)

i<j i<y’

— 20’0 Z Z E (Re ((Gi’j’wg’j’ + |(p;rj/ |2) FE (ei’gij) + 2¢irjrg0}rE (Ei’j’gij)
i<y i <j'#(4,7)

T AT SN HIEACI | (e w)
)#(8,5)

<G A G A

AT E(Re(@jw;jw;w?(uu)(f%) 11 mw)

i<j < #£(4,5) P <P )
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ou encore, & un facteur (p + 1)! prés

O*H(9(¢),0
% = 16006 Y E | [5° T lewsI?

i<j i<’

— 80083 B | Re (@9 (ux (XD + X)) T lous

i<j i’<j’
(i) -
- 4ao||9||§ZE Re | (ux X)) |} Z (@irsi + 9l + Bir o) H lpirjir |
i<j k=i+1,#j i1 <j' #(4,5) #(4,k)
P
— Re | wxX) D S e+l +o0et) [ lewsl?
k=j+1 i <j'#(i,5)#( k)
i—1
— WRe [ @« X) PP @) [ lewsl?
k=0 i <" #(1,5)#(k,i)
+ 2Re | (wx X) DR ST (By4h) I lewsl
k=0,%#i i <j" #(4,5)#(k,j)

2

1600013) . Y. E[Re ((U*X(”))%w}l%}+(U*X(i))le<p91|2<p2j) @i 1] lers
i<j it <1 (i) <

On procede de maniere identique pour obtenir I'expression de la dérivée partielle en o de H.
Afin d’obtenir une condition suffisante garantissant que la différentielle seconde en s et o est non
nulle, on convole la différentielle seconde avec le filtre 0, et & (p + 1)! pres

(D2oH(8,00) x0) = —1600ll63>_E [ 15> [ lewsl®
i<j i <j' #(ig)

— 8ooll0I3Y B [Re [0 (X + Xy I leisl?

i<j <5, #(1,5)
= 16008133 D B | Re (7 (X765 + XM Pey)) TT el
i<ji'<j' <7, £ ,5"),#(4,5)

Et comme o¢ # 0 et ||#]|2 non nulle on obtient ’hypotheése (M11) sous laquelle la différentielle
seconde est non nulle.

Preuve du Lemme 3.3 :

On a pour tout n,

Vi (d0(8),5) — d9(€"),00) ) = Vi (d(0(8),5) - dB(E"),00) ) +v/m (dB(E"), 00) — d(B(E"), 00) )
(1)

On procede a l'aide de développements des pseudo-moments conjugués empiriques autour de 6(£*)
et 0p. On exprime le second terme de (11) en fonction des moments conjugués empiriques par
inversion de la matrice A, (03]|0(£*)]|3). L'ergodicité du processus (X )rez et la vitesse du terme
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de troncature m(n) (M9), permettent d’écrire le second terme de (11) en fonction de ¢ et ¢

Vi (0(€°),00) = dO(E),00)) = Vi1 AZ IO (E0(E D) — €D +ol)) (12

On peut montrer que le premier terme de I’équation (11) s’exprime en fonction de H,(6(£*);00)
de la maniere suivante

Vi (d0(8),7) = d(B(€"), 00)) = AVRHL(B(E"),00) (1 + (1)) (13)

ou A est défini par

_ D{d(6(€"),00) ( tD2 H(B(E),00)
=~ DT o) | 1 ) (4
Avec la relation

Ho(0(€"),70) = DYR(A(B(€"), 00)) (d(B("), 70) — d(B(€"), 7)) (1+ 0(1)) (15)

Les équations (11), (12), (13) et (15) donnent
Vi (d6(©).9) — d(B(6).00)) = (ADYh + Lpin2) A5 @ 10ENEVA FO(E)) — e(BE) (L+o(1)

oit Djh = Dih(d(6(E*),00)) et Ijpiq) est la matrice carré identité de taille p + 1.
La distribution asymptotique de /n (¢(6(£*)) — ¢(0(£*))) est donnée par 'hypothese (M10).
Pour conclure, il reste & montrer I’équation (13) et I’expression (14).

On établit au préalable le comportement asymptotique de I’estimateur du niveau de bruit o.
Pour ce faire, on utilise le développement a ’ordre 1 du gradient de J,, pour établir le comportement,
asymptotique de I'estimateur du niveau de bruit o.

D'J,(8,5) = D"Jn(6,00) + D2Jn(8,00)(€ — £, — o)(1 + o(1))

0 - ( H,(8,00) *DEH, (8, 00) )
H,

B (8, 00) DL H, (6, 09) + L4

+ ( Ha(6,00)D2H,(8,00) + *D'H,(8,00)D" H, (6, 00)) )( f-¢ )(1+0(1))

g — 0p
Le systeme n’étant pas globalement inversible, on s’intéresse en particulier a la derniere ligne

8%(n)

2
(Hn(8,00)DZ ,H,(8,00) + DEH,(8,00) DL H,(8,00) ) (€ — €°)(1 + o(1))
(Hn(6,00)D2H,(0,00) + (DL Hn(6,00))* ) (G — 00)(1 + 0(1))

0 = Hy(0,00)DLH,(0,00) +

+

+
Maintenant, en introduisant ’équation (6), en multipliant par 1/n, grace & la vitesse du terme de
pénalisation \/nd*(n) = o(1) (M9), & la convergence presque sire de Hy, et D{Hy(6(£*),00) vers

0, garantie par ergodicité de (X)rez et le fait que H(0(£*),00) = 0 et DéH(e(f*),Uo) =0, on

obtient
-1

V(@ =20) = S, m)

ViH,(0(£"),00) (1 + o(1)) (16)
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L’équation (13) s’obtient en injectant les développements au premier ordre de E donné par (6) et
de ¢ donné par (16). La convergence presque stre de & et o vers £* et o* respectivement, permet
d’écrire le développement & 'ordre 1 du pseudo-moment conjugué empirique d en £* et gg

Vi (0@.5) - d0(€"),00) ) = v D@00 ( E26 ) o)

o — 09

~ ~ D! d(8(¢), o, tp2 \ o
Vi (60).5) ~ @), o0) ) =~ ezt DR (PR OE ) g ), 001011

Ce résultat couplé avec ’ergodicité de (X )pez assurant la convergence presque sire de Dé7agl\(0(§ *),00)
vers D} d(0(&*),00) et de D) H,,(0(6*),00) vers DL H(0(£*),00) ainsi que D  H,(0(£*),00) vers
DZ ,H(8(£),00) et le lemme (3.2), constitue ’équation (14).
Enfin la matrice B = AD}h + I(,41)2 est non nulle car, en omettant d’écrire les variables en
lesquelles sont calculées I’ensemble des fonctionnelles suivantes, on a

_ _Did'Dz,HDh  DLdDih |

B DIH DLH (p+1)>

-1 tpD: H

ﬁ <(Déd D;_d) < i’ > Dllih - Di_HI(p+1)2>

Or la trace de la matrice consituant le premier terme du membre de droite vaut

tp2 I ddy; Oh O°H — dd;; Oh
D! &0t ) pl =2 n
trace d( 5 ) ih Z <Z €, dd;; 65,60) +”,:1 9o d;;

7]0

- Z OH 9°H
B o0& 3&30

= DJH

car D{H = 0. Et la trace de D} HI(,41)> vaut (p+1)*Dy H, ainsi comme p > 2 (M1) , B est non
nulle. On remarque que la matrice B est non inversible car ‘Dh est vecteur propre & gauche de

t )2
la matrice (D%d D},d) ( Dgl"’H ) D}k associé & la valeur propre DLH (6(¢*), 09).

+DLH

Preuve du théoréeme 3.3 :
A tout vecteur ‘c = (c1,...,c,) de €, on associe un vecteur ‘v(c) = (vo(c),...,vy(c)) € C°TH

normé, défini par
P

Yy € C, ka = vp(c) H(y —¢) (17)
i=1
En d’autres termes, si ¢ représente les racines d’un polynéme de degré p, v(c) représente le vecteur
normé dont les coordonnées sont les coefficients de ce polynoéme.
Cette application est bijective de € dans €**' N {|| . ||l = 1}. Le vecteur @ = (@i,...,a,) est,
par définition, le zéro du polynéme en ¢ (y) de degre p construit sur v* le vecteur propre normé
associé & la plus petite valeur propre XO de D(d(0 7). En d’autres termes, a est défini par

p p
Vz € R, Zﬁ,’gcpl H = p1(a;))

k=0 i=1

Le vecteur a est consistant, donc pour n suffisamment grand, @ a toutes ses coordonnées réelles.
En notant ‘e (b) = (p1(b1),- .-, ¢1(bp)), on a



ou v est le vecteur défini par (17).
On définit maintenant

~

Yo e R, §(b) = 'v(pi(b)) D(d(6;5)) v(1(h))
et
g(b) = w(gi(b)) D(d(b;00)) v(e1(D))

Les applications g et g atteignent leur minimum respectif en @ et a. On procéde classiquement par
un développement de Taylor du gradient de g au premier ordre en a pour obtenir la loi asymptotique
de a. L’estimateur @ étant consistant, a ’est également. On a, pour tout n,

0=D;3(a) + '(@—a)Dyg(a)(1 +o(1)) (18)

Le terme de second ordre D7 g(a) tend, en probabilité, vers D7 g(a) grace a 'ergodicité du processus
X. Par construction, le pseudo-moment conjugué d(s,o) est un vrai moment conjugué de ¢ (Xp)
lorsque s = 6 et o = 0¢. Ainsi, on peut également écrire ’application g sous la forme suivante

Vb, g(b) = E <|Up(ﬂ(b))|2 [T 1 (o) - go1<bi>|2> (19)

La différentielle seconde de g en a s’obtient facilement & partir de ’expression (19), en utilisant la
propriété de concentration de la distribution de Xy sur les points a1, ...,a,. On obtient
Djg(a) = 2Jvy|* A

ou A est une matrice diagonale définie par

i (@) K1 0 »
A= : : ot K;j=E| J[ ler(Xo)— ()
0 e @)’ Ky A
En utilisant la concentration de Xy sur les p points de support (aq,...,ap), 'injectivité de ¢y et

le fait que v; # 0 car sinon nous aurions moins de p points de support, on obtient que D%g(d)
est définie positive. On écrit le gradient de g et celui de g & partir de leur définition initiale en
utilisant la forme hermitienne de D(d) pour tout d. Ainsi le développement (18) devient

@-a) = —;ﬁﬂ? ( 'v* (D(d(8,5)) - D(d(B, 00))) Dielr(a))
T ‘v (D(d(8,5)) - D(d(9, 00))) Diva(a))
ainsi .
V(@ —a) = T (3(5, &) —d(G,UO)) (1+ o(1)) (20)

olt B € My, (p41)2 est défini par colonne. On indexe chacune des (p + 1)? colonnes par le couple
(i,7) €{0,...,p} et

t t 1 ey
B i) = "Dyvilei(a))vj + "Dyvj(ei(a))v
Et d’apres le lemme 3.3, le vecteur des pseudo-moments conjugués empirique (f(é\, o) converge en
loi, a la vitesse racine de n, vers une loi gaussienne centrée de matrice de covariance I'y. Et comme
A est une matrice symétrique et réelle, on a finalement

1 —
lim n(@—a) =N (0 AT'BTy tBA_1> en loi

n—-+oo ’ 4|v;|4
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On s’attache maintenant & établir la distribution asymptotique de 7 qui se déduit aisément de celle
des a. Soit

Fi01PeRY — ¢

p
(Bvb) — a’("'aZBj(pl(bj)ka---)k:O,...,p—l
j=1

Par définition de 7, on a

f(7r,a) = (di70(0,0_))i:07 — = Pd( ,0')
de plus,
f(ﬂ', a’) = (di,O (070-))1':07___71)_1 = Pd(0, U)

ou P est la matrice projection de CP” dans  telle que Yw € C(pH)Q,Pw =

avec v = (W1, W(py2)s -+ W(p41)41s -+ Wp2) k=0, ...,(p—1)
L’application f est continuement différentiable en tout point (5, b), et

Vg e[0.1P, lm Dif(8,a)=Dhf(5,a) ps.

avec
Dyf(m,a) = ot (.al) o (-ap)
Y1 (G;)p_l 4 (a;))p_l
0 ' 0
Dif(m,a) = (m0' (ag)ir (az) ")

i=1,...,p—1;j=1,...,p

On note ces matrice Ay, et Ay respectivement.
Maintenant, en utilisant la consistance de 7 et de a, on effectue un développement de f & I'ordre
1 en (B,b) autour de (m,a). On obtient

f(®,@) = f(m,a) + (D} f(7,a) (@~ a) + D f(m,a)(T — 7)) (1 +0(1))

Enfin, A,, est inversible, et 1’équation (20) donne lexpression asymptotique de /n(a — a) en
fonction des pseudo-moments conjugués. Ainsi,

A—l
ST

V(@ —m) = A7} (A P> Va(d —d)(1 + o(1))

ce qui avec le lemme (3.3) acheve la preuve.
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