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	��0������!�./	 �(��./	 ���J� %
"�?-��	 1D���
6��0�-������������H����D����	����Z�����I��6R����12	 .���	����I� %<�������{7 �{7 "~7h��	 ��� H
��	 1D��.>?

O(n−4/5)
H
	 ��"

�E�#	 6�6�.>?P��������������!�.>�����M���CG�	����/	 �:��"����������@?P��������12	���������%4� ��	�����������	 .3��.;	������ %
����� �-"����I"R?R��	 1D����	 .��0?-������1D��7

� ���(�x���������Z�9�<���<�3�}�A�B���

� ����!������ ������"����E�����I��./	 ���
S

� %�����	 ���0%4����12	������ ���

S : [0, 1] → [0, 1]
x 7→ r x mod 1

�3�>���
r ∈ N∗\{1}

7
S
���(�����x��./	 ���J� %

r � lCi npoxypr�l kRu4|�s�r�m2l y{nps�k-u3��%
�����x!����>�J���:�����0G 	 .{7
� ����!��2"��BV����Y�����Y���:�����0G 	 .��

I1 = [0, 1
r
]
H
Ir = [ r−1

r
, 1]

	 ��"
Ik = [k−1

r
, k
r
[
%4� �

k = 2, . . . , r − 1
7����P��	 ���P���C�����SG�	�.

Ik
H
S

���2� �>GC���P
C?
S(x) = rx − k + 1

7
� ���E!��E"�����������
:?

B([0, 1])
�����5
�������.��;	��

σ
*@	�.�����
���	�� �

[0, 1]
7(8��0����	 �����C��%4���0�E	 ��"

��	�./��!�./	��������I��������������	�������� � ��
�������!��&1D��	 ��!����
λ
� �

([0, 1],B([0, 1]))
���}���CG 	 ���/	 �C�

%4���^	��:?
S ∈ S

	 ��"��������������
	d�
([0, 1],B([0, 1]), λ, S)

���^	�"R?R��	�12����	 .
�0?R�0����1�%\���
	 �:?

S ∈ S
7

� ���IH�"������ ���9
:?
C
�����9��./	 ���x� %�����	 ����%4� ��12	����������

T
��%(	 �Z���:�����0G 	 .

[a, b] ⊂ R%4�����������������������^�BOR���0���J	�����	 ���0%4����12	��������
S ∈ S

	 ��"F	 �$����������	 ���/���5"��>���������:���/	�
�.��

b



���������
	��
��
�������	
φ : (a, b) → (0, 1) � ������������������� ���
��������!����"� �#� [a, b] � ��!��$� ����%&�

S ◦ φ = φ ◦ T ')( ����� � T = φ−1 ◦ S ◦ φ � S %#��� T
%&���*���
�&+,!�-�%&��� � %#���/.0�
���1����,�*����%#����.0�
��	 %&�����
�

T ∈ C � S ���2������������%#����3��4!�����56!�� � ����������%#���7�"89�:�����,���������
r ; %&���<������%&���,.=�
��	 %&���<�#���>%#��� ���#�?���
�&+,!�-�%&��� ':@ ���������
��%#3�3�� � 3����?!��A���#�������B%C�A�����
��,�
��%#����3<���"�/	���%#��!����

λφ
%&���������<%&�����)���

φ
��� �����7!����<56!��7
����
��%#����3����D�/	���%#��!����

8E�����F��!�
�
G�
�,�
[a, b]

8H���<�$�F���I���61#%#���<%&�6�I�6�
T
%&���F��!��J�K����%&�I�����L�M���B%&	 ����%#3

����������	
([a, b],B([a, b]), µφ, T )

���E����-
�6����� 'N( � �����2������� � ������%#3�3O����%&�E��������� T %#���
S
%#���:���#�#+D!�-
%&��� � λφ = λφ

�������61#%#���<%&�6�P.=�
�
T '/Q �R8 � ��������� φ

�����
��� ; ��� ; �
��� �
φ(A 4 B) = φ(A) 4 φ(B)

.0�
�>%&�6�S	��R%&��!���%#��3��
A � B � %#���T�������?-
��1����A.=�
�?%#3�3	 ��%#��!���%#��3��

B � λφ(B4T−1B) = λ(φ(B)4φ◦T−1(B)) 'VU ���<��-W�����H���,-
�����������D��#.
λ
.=�
�

S � �������V56!B%&�6�����"�?1#%#�����������V��� λ(φ(B)) ∈ {0, 1} � 8H���<�$��	��R%&���X���B%C� λφ �������-#�������H.=�
�
T 'NY ������� λφ ���N����-
�6�����H8H��������!�
�
G�
�,� [a, b] � ���Z���N������������%#����3���!�����56!�� '[ �\
B%&�,������!�3<%#� � 8Z�]�
�M�$%#���\����%&�9��. T ∈ C � 8E����� T = φ−1 ◦ S ◦ φ

%#���
S ∈ S � �������

φ
���H�����������$%&����3��:!�����56!�� '
@ 89��3�3 ;_^ ���R8E�P����%#	�
�3��`�&.�%]�J��%#�#�����Z����%#�M.=�#��	�%C�����
���B��3��
��-
����-]���]�����9��3a%&��� C���9
����R1M�������:��� �����>b<c�d#e�f�ghehiE	�%&
:�
�

[0, 1] � 8E�����J�\���9-
��1����\�6� T (x) = 4x(1− x) 'j ���W��%#�
T = φ−1 ◦ S ◦ φ � 8E������� S ���`����� 2 ; %#�����W	 %#
I�
� [0, 1]

%#���

φ(x) =

∫ x

0

1

π
√

u(1 − u)
du =

1

2
(1 +

2

π
arcsin(2x− 1)).

φ
���`�����W�����,��������!����<�#�I.=!��������<�#�*�#.k�����

Beta(1
2
, 1

2
)
�����,��������!M�����
� 'l ���
	m%4
���%#�������R%&39
G�
�������&.E1�����8 � ����%#���,.=�
��	 %&�����
���P�G��3��
��-
����-4��� C

��%#�n�G�
��������%C�����o���/����	?!�3a%C���S��%#	�
�3<���I.0���
	p-#��1
���F
����
��%#����3����D�K���<�,��������!M�����
���7%#��� � %#���!��J� � �������/%&���*�������
!������������/���/���
	��I���#�)�,�$%#����%#���rq7�#�6��� ;Ds %#��3��S����	>!�3<%&�����
�
��,��������!������ 'E( �����]���t��%#�����4�
�7�����A.u%#���t����%&��v#w�xI
����
��%#����3����"�7�����������"�*.0!����������
�
f
�
�L%#�y���6�����,1#%#3

[a, b] ⊂ R � 8H�����J�y���2�,����������3��7
G�
��������1��P�#� ]a, b[ � ���t�����P!�����5�!������-#�������t���61#%#���<%&�6�Z�����������"� �#.z%#�\���M{B�����"� �#.|����%&����.=�#��	�%C�����
���
T ∈ C � T : [a, b] →

[a, b] } ~&�h'
� � �>�������:�H���I�A�����z���H�
[ �W�������������������#� � 89�N��������1��N���
	��������$��������%#3��<����5�!�%&3<����������%#�G�#!��z�����N��
B�����>%&�z8E�����J���������
�%#��� ���W�_	����M���M���6�L��3<��	��������A�#.

S
%#���

C '\� ��{������?
����R1�������� .=�#3�3��C8H����-3���	�	 % '
�N���T�T�T�O�u�F� cC�]��v6i$� gu��v#wMfu��cC�� �v#guehc&w

S ∈ S ¡ g=�������2��¢
e<f�g0f ρ ∈]0, 1[
f�£�i$� g0��v#g ¡��c&�>��¤#�J�JxIiJb<cRfR��¥ e0w�g"���J¤&v#b

B ⊂ [0, 1]
v#wG¥:��¤#���Jx

k ∈ N ¡N¦ �2��v#¤&�

|λ(B ∩ S−kB) − λ(B)2| ≤ 4 λ(B) ρk.

§



�����������
	��
������������������������������� �!�����
�
S ∈ S

�����#"��$�
α = {A1, . . . , Ar} %'& �����

Ak = ( �)� (Ik) ����� k = 1, . . . r
�

α
��� �+*-,�.!/$01��.32�45,�67.��98;:<8=:;��>?���

[0, 1] @ � & ��� ���
λ([0, 1] \

⋃

k Ak) = 0
�����

λ(Ai ∩ Aj) = 0
���
�

i 6= j
�
A#�
�����!B
�C� @ �
���ED����GF�����B3�H)I ���CD�J��������KD��L� & �!� α �5�M:<>ON),P67,$>ON),$>�8 @ �Q�C�����5��RS� & ���T�<�
�U��"�" n ≥ 1

�����V�<�
�U��"�"
j1, . . . , jn ∈ {1, . . . , r} @ �
��� & ��� λ(S−n+1Ajn ∩ · · · ∩ Aj1) =

∏n
k=1 λ(Aik) =

r−n
�-W & �-F����)���
��� H �������X�
�Y� & �Q����D��E� & �!� λ(S−1A ∩ Ai) = r−1λ(A)

���
�E��� I
�-�C����J���� H "��

A
�����X��� I

i ∈ {1, . . . , r} @Z%�& ��D & �������Q�U�<���
�[� & �MB3��� I ����\K���]�����
����
S
�
^_�$�

ζ
�����

η
H �Q� % �#�-�C����J���� H "��-FK�������]�����
���`��� [0, 1]

�SW & ���5�'a���:<>�8 ζ ∨ η
���

�K�$\K���C�b��� H �U� & �E�Q������J���� H "��EFK�������]������� ζ ∨ η = {M ∩N : M ∈ ζ,N ∈ η}
�

c �$�
αk0 =

∨k
i=0 S

−iα
�dW & ��� @ αk0 �5�M� & �eD��
"�"���D����5���+����� & �e���3���C���������Q���'� & ����)������B���"��E�
� %�& ��D & � & � rk
H � fP�CD$���]B3� H �����KD & ���E��� Sk �������K�$\K���C�g��W & J�� @ αk0 =

{(

ir−k, (i + 1)r−k
)

: i = 0, . . . , rk − 1
} �+h�� %E@ "��$� B

H �#�VDC"��
�����+���)������B���"i���
[0, 1]

�jW & ��� @
λ(B ∩ S−kB) − λ(B)2 = λ(

⋃

A∈αk
0

B ∩ S−kB ∩ A) − λ(B)2

=
∑

A∈αk
0

λ
(

B ∩ S−kB ∩ A
)

− λ(B)2.

W & J�� @
λ(B ∩ S−kB) − λ(B)2

=
∑

A∈αk
0

A⊂B

λ(S−kB ∩ A) +
∑

A∈αk
0

A∩B 6=∅,A∩B 6=A

λ(B ∩ S−kB ∩ A)

+
∑

A∈αk
0

A∩B=∅

λ(B ∩ S−kB ∩ A) − λ(B)2

=
∑

A∈αk
0

A⊂B

λ(B)

rk
+

∑

A∈αk
0

A∩B 6=∅,A∩B 6=A

λ(B ∩ S−kB ∩ A) − λ(B)2.

k�J�� @ �����KD�� B ������� ���3���C��B���" @ ���K�'D����-\K���S���l�Q�
����8;ml�`������� A1,2 ∈ αk0
��J�D & � & ���

A1,2 ∩ B 6= ∅
�����

A1,2 ∩ B 6= A1,2 @ �C��D & ���n� & �C�oD���B3��������R ���e��p)�������-�]� I ��� B �qr����D�� @
|λ(B ∩ S−kB) − λ(B)2| ≤ |

λ(B)

rk

∑

A∈αk
0

A⊂B

1 − λ(B)2| + 2
λ(B)

rk
.

c ����D��
λ(B) ≥

∑

A∈αk
0
,A⊂B r−k =

∑

A∈αk
0
,A⊂B λ(A) @ � & �U� H ��B3�T��J��s���
"�������� & ���

4λ(B)r−k @ ��� % �EDC���#����� ρ = r−1 ���Q� H �t�����e� & �E������JK"]�C� ¥
u



���������
	��
�
���
�����������������������! ��#"%$&�#'(��	�	��!�)�*�&�
�
������	�	*���,+-�
.0/213/54(476�1!8:9<;>=@?BADC

T ∈ C E T : [a, b] → [a, b] EGFDH�IKJ C J&L C T = φ−1◦S◦φ E S ∈ S MN J ADO E C J ADP%AQA�R�S F C F ρ ∈]0, 1[ FDH2I%J C J&L C E�TDU PQAWV�ADPWX IWY*U!F A%Z[S7O�C\ADPWV L�Y B ⊂ [a, b] L O2ZADV�ADPWX
k ∈ N E^] A J&L V_A

|µ(B ∩ T−kB) − µ(B)2| ≤ 4 µ(B) ρk

]`J ADP%A µ = λφ = µφ
S F C J Aba2P U�cKL�c S Y S7C>X�deA L3FDH P%A L3FKF�U!I S L C\A%Z�C U C J AeZ�S F C>PWS c
H C>S U O

TKH O I CfS U O φ Mg P U!UhT �^ij������")�&�_"%����"%$��_"��_���
����k&���&�["%�[��l&�m�&����	����
�������h+n�h����l&	�"�����"%$&�#�e������l&���
µφ

���
T o �*�- ������*���-"e�_�&kp�������qk&�����sr��!���t�
���&�%��k&�
�
�u�
	�������ks�*�-"%�
�h ���	

B ⊂ [a, b]
�

v ���&�
�
φ
���)w&� x,���D"%�y -���&���#$��! �����'(���m�D -���h+

k ∈ N

|µ(B ∩ T−kB) − µ(B)2| = |λ(φB ∩ φT−kφ−1φB) − λ(φB)2|

= |λ(φB ∩ S−kφB) − λ(φB)2|.z)$&�{�
���|"%���|l&�y",+}�_'
φ
���e�&	����
�~"%$2�3"b"%$&�{���e�����{l&�&k&���

φ
��'t�D -���h+}�
	�������k����|"%�
�h ���	

�����
�
	�������k����|"%�
�h ���	>�t�����&�
�������
������k����&�["%�
	����
�e�
�������&������w�"K�����
|µ(B ∩ T−kB) − µ(B)2| ≤ 4 λ(φB) r−k = 4 µ(B) ρk,��$&�
���

0 < ρ = r−1 < 1
�
¥���}�_�������!���_w�	���"%��k&���h�� ��}��w5��l��&k�����"%$&���%�_"%�}�_"
��$&���W$p"%$&���%�����
�����

� �
�y���
k��bw|+�"%�%�_�&��'(�������3"%�����&�)w5��	������������["%�
C
�

�0�j� /21 ��� 9<;>=@?BADC
T ∈ C E T : [a, b] → [a, b] E�FDH�IKJ C J&L C T = φ−1 ◦ S ◦ φ E

S ∈ S M N J ADO E5T
U P{ADV_ADPWX IDY*U�F A%ZeS7O�C\ADPWV L�Y B ⊂ [a, b] L O5ZnADV�AWPWX n ∈ N∗ Et] A J&L V_A
1
(

n
2

)

∑

0≤j,k≤n−1
j 6=k

|µ(T−jB ∩ T−kB) − µ(B)2| ≤
16 µ(B)

n

]`J ADP%A µ = λφ = µφ
S F C J Aba2P U�cKL�c S Y S7C>X�deA L3FDH P%A L3FKF�U!I S L C\A%Z�C U C J AeZ�S F C>PWS c
H C>S U O

TKH O I CfS U O φ Mg P U!UhT � v ���&��� µ
���)���- ������*���-"�w-+

S,
����$��� -�

1
(

n
2

)

∑

0≤j,k≤n−1
j 6=k

|µ(S−jB ∩ S−kB) − µ(B)2|

=
4

n− 1

∑

1≤k≤n−1

(1 −
k

n
) |µ(B ∩ S−kB) − µ(B)2|

≤
16 µ(B)

n− 1

∑

1≤k≤n−1

(1 −
k

n
) · r−k

≤
16 µ(B)

n
·

1

r − 1
·
(1 − r−1)(n− 1) − r−1 + r−n

(1 − r−1)(n− 1)
≤

16 µ(B)

n
. ¥

�



���������	��

�����
�	�
T ∈ C

�
T : [a, b] → [a, b]

�����
�����������
T = φ−1 ◦ S ◦ φ

�
S ∈ S ��� �! "

� µ = λφ

���#

��$��!�
(Xt)t∈ % �
�	

�#���&���
�'���	()�
�	
��	�*�#+)������
��,+-���,./�����0�#

�

(T t)t∈ % �
�1�
�2��� X0 = T 0 �
�	
������2�3�����4�����	
5���6�879.:�#;<��
 [a, b] �
=?>"@A>CB-BED�@�FHGJILK

(Xt)t∈ %NM�OQP?O�R8P#RLMTS�U"P#V�W:X#W�UCP#YZMT[]\"V�S�[_^_O_Oa`&MER-b<X#W�UCP�YcMT[aRTV�P#U)O!de S�V�Y:P#RLMTS�U T P#U"X:Y:P#VTf#MEU"P#gh\"V�S�i_Pji	MkglMERTWmY/^�P�O!nhV�^ µ o P#U"X/M�OaO!n"[�bpREb
P#R o e S�V?^!q#^!V�W
[!g0S�O�^�X:MEU�R8^!V�q�P#g B ⊂ [a, b] P#UCX9^!q#^!V�W n ∈ N∗ o `]^ab
P#q#^

1
(

n
2

)

∑

0≤j,k≤n−1
j 6=k

|µj,k(B × B) − µ(B)2| ≤
16 µ(B)

n

`�b�^!V�^ µj,k M0O:REb�^1r	S�MEU�R'\�V_S#i_Pji	MEglMkRTWpY:^�PAO!n)V�^9S e (Xj, Xk)
e S�V/P#gkg j, k ∈ N O�n"[�b

R-b
P�R j 6= k s
t V�S�S e sHu ���<���
�2
j���6�87v.:�#;���+ [0, 1]

�#

�w���
�<./��;��
{T t : t ∈ N

∗}
�#���p�#$�$

B([a, b])/B([a, b]) x .m�2�#���
���#y
$��?yj7p�2��

�,�����
�!���0�#
 ��u �5���	�"���
�?���	()�
�	

�2� (Xt)t∈ %���a�:�����5�����#�,�����?;
���5�2�	���1���6���zy��#���Q��;��#�	�
([a, b],B([a, b]), µ)

�#

�z���{��y5|)�����
��$�7p�
�
7)
��#.m���Q;
���5�2�	���	���1�6���z�h7)
��#.m�0�4�����#

�,+-����.:��������


T ��} �����	�A|��2�	�
+-�����#$�$ s ∈ N∗ �
k ∈ N

�
t1, . . . , ts ∈ N

���
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F ������� ������
�� ����� ��� s, t ∈ N

�	 "! � � � ��� s < t
�#
�� � ��� Xt =

F t−sXs
����$ ��� ��! � � σ(Xt) ⊂ σ(Xs) �%�&��� � � ��
�� � �
α(k) ≥ α(2)(k) := sup

t∈ ' sup
A∈σ(Xt)
B∈σ(Xt+k)

|P(A ∩B) − P(A)P(B)| = 1/4

�(
�� �)��� ��� k ∈ N
�+* ��� � � α(k)

$ � ��
�� � �,� ��� �����	
���-�
��/.0����-1!)
 ��2 !3� � ���4
���
���$ � �
k
�5����$

α(2)(k)
� ���7698 α 
:�/.0���"-;!)
 ��2 !3� � �<�=
��&
��	$ � � k > ?�@A�CB ����! � α(k) ≤ 1/4D �E!)
��������	 �!)����
��F�%* � 
 D �G�����H� � ��� α(k) = 1/4
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�� ����� ��� k ∈ N �E�&��� � D 
 ���!I��JK!) �JK������
��1��J��	
�� � 
I*L��� � ���L$M�M�"��
:��!ON��	
<! � �	� � �P��� � ��
�� 698 α 
:�/.M����-��Q��J/� � 
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����	��$ � � T ∈ C

�
T : [a, b] → [a, b]

�&�	 �! � � � ��� T = φ−1 ◦ S ◦ φ
�
S ∈ S �n ��o � � µ = λφ

������$SJ � � (Xt)t∈ ' D � � �"� $M�0�"��
:�K!p����
<! � ��������!pN��	
0! � �	�����	��
<!3�K�9� � $��

T � n � ��
�� � D � µ′ � ��� N��	
 D � D ��J��/�q�1
 � ���	 "� � 
�� (R,B(R))

-�� ��� � D � µ′(B) =
µ(B ∩ [a, b])

�(
��p��J�J
B ∈ B(R) �P����� ��� f := dµ′/dλ r = φ′ · I(a,b)

�\* ��� � � λr ���� ���tsF� D � ��-� � 
 � ���� �� � 
�� R ����$
IA

$ � �"
�� � �,� ��� �K��$���!3����
��,�� "��!�����
��u
������ � �
A � n � ��
�� � D � C(f)

� ��� � � �`
��v!)
��������0 ��/�q�;N\
��������`
�� f ����$ D �
C2,1(B)

� ��� � � �
��%�q*&��! � $��/w � � � �<���K� D J � � � ��J � ��J� � $1�� "��!�����
����P
�� R �\�� �! � � � ��� ||f ||∞ < B
����$

||f ′′||∞ < B
��*&�/� � B ∈ R+ �x 
I*,�p�����	 "
 � � � ���t* � 
 D � � � ��� n

�� �!)! � �	��� ��� ���G��� � �)y x0, . . . , xn−1

��O� ���$��0�"��
:��!I��Jp���M��� � 
 ([a, b],B([a, b]), µ, T )

����$z� � ���t* � *������t��
 � ������
���� � � �"�
� ��J� � f(x)

*L�/� � x ∈ C(f) �^{ !)!3
��	$��K��-S��
S!3
���
�J�JK����� ?0�K| �+
� "�`
 D � � � � �9����
����O��� �� � ��JK��}3������
��"�#
��Q� ��� �����"$�
�
 � ���	�K� D J � � X0, . . . , Xn−1
��* � ��! � ��� � � ���~o �	�	� n � � �	
:�
���� ��� $��0�"��
:��!,N��	
0! � ��� (Xt)t∈ ' ��� ��� 
�����-����"��JF$ � �"�	�/�q�S
���* � ��! � ��� f ��&�  ��3��� ���=� ��J� � f(x)

!I��� D �^� ������
���� � $ D �1� ���:� ���	} � � 8�� 
�� � � D JK���	� � ������
��9��
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> � �Q� @ y

fn(x) =
1

nhn

n−1
∑

t=0

I[−1/2,1/2](
x−Xt

hn
),

* ��� � � � ��� D ����$M*L��$M� � � (hn)n∈ ' ��� � �	�����K!���J/�SN\
����/��� ��� ���"$7$ � !)� � ��� � ��
 0 ��4���<�Q�I�M�k�+�����7���(�7�(�"�4���X�����,�����������A���M���v�(���^�G���\ ����A�����M�
hn −→

n→∞
0, nhn −→

n→∞
∞

���M��¡0¢��O�������
E[(fn(x) − f(x))2] −→

n→∞
0 £¤(¥ ���"��¢��^�	¦��K�����

B ∈ R∗
+

��¡"�G�1�������
f ∈ C2,1(B)

�~���"��� ¥ ��¢=����§S�G���\ �¨#�� ��(���`©��������
�)§

hn = c · n−1/5 ¨#���(� c ∈ R∗
+

�v¨v�`�������
E[(fn(x) − f(x))2] = O(n−4/5).
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K = I[−1/2,1/2] ��� ���������

E[(fn(x) − f(x))2] = B2
n(x) + Vn(x) = B2

n(x) + V ⊥
n (x) + Cn(x),

� ������� Bn(x) = Efn(x) − f(x) � Vn(x) = V ar(fn(x)) �

V ⊥
n (x) =

1

n
V ar(

1

hn
K(

x−X0

hn
)), Cn(x) =

2

nh2
n

n−1
∑

t=1

(1 −
t

n
)Cn,t(x),

� � ��� Cn,t(x) = Cov(K(x−X0

hn
), K(x−Xt

hn
)) �!"���$# � �&% ������' Bn(x) � % �����(%��&')�(�&% �+* ����� � � � � ,-�/. �&%��(� * , ���
0�% .�1 * ������23��% � 1

0 4 5
�7698 � V ⊥
n (x) � %:�����;�&�&� � � * . � 1&< �����;��%�� � '=�9� 1 � �+* ����� � � � � ,-�;. �&%��)� * , ���>0�% �

nhdnV
⊥
n (x) ∼ f(x) 4 5?�@698 �BA 1 � �DC �E� Wn(x) = [x − hn/2, x + hn/2] �BF � 1 '

.�1 � 1 C+C �&��GIH �+J � � � . � *K� � � ���

|Cn(x)| ≤
n− 1

2nh2
n

· |
1
(

n
2

)

∑

0≤s,t≤n−1
|s6=t

[µ(S−sWn(x) ∩ S−tWn(x)) − µ(Wn(x))2]|

≤
8

h2
n

·
µ(Wn(x))

n
.

!"�>0�%
|Cn(x)| = O(1/nhn) � V arfn(x) = O(1/nhn)

� * , ��� * . � E(fn(x) −
f(x))2 = O(h4

n) + O( 1
nhn

) � !��
0�% � � < hn → 0 � nhn → ∞ � 1 0��L��%�� � '=�9M� 1 � � % .�1 * % � %���� * � �+*ON 0�� , ���9� � . ')��� * �QPR< ���������S��T � %���% B ∈ R
∗
+

%�0 . �U�����9�
f ∈ C2,1(B) � %��E� hn = c · n−1/5 � !���� * � �V%������ � 23�>� <W1 � � �&� ,X. � C . 0 C �Y� � 1 * 2 � ����%
n4/5

E(fn(x) − f(x))2 = O(1) � ¥!���� 1 ����'[Z �+J %��\�Y����%]���^�Y�@�����/_`�&��a�� * MRb 1 %�� * # C �9���@��%�� � '=�9� 1 � 1&< ����� '=�&��2 �+* � C
, � * % � �cG 19< ����� , G * �9' � .Dd � 1>. ��%�%]�&%�% 1>. � �9��� , � 1 � * G('=� d T ∈ C

#>G$����� .�1 * %�����0 . M� � 1 * 19< %�� . � � 1 * H .�1 * �3����23��% �+*IN 0�� , ���9� � . ')��� * <W1 �������:%��&')�:#�� * , � � , ����%"�&% �e*����� � � � � ,-�f. �9%��g� * , �����9������� 13d � � 'h� C ���9��� 1&< ����� � � � � ,-�f. �9%�� . � * #^�g� . � � �E��� ,i�ji�E�`0�%7����� * % C �Y���]��� � %k����%�0 C � �+* , �E������' �+*�� %�� � . ������')% � ji��� x0, . . . , xn−1 , � * 1 �������� 1 #�%�������� , %��\�9����% 1&< ����� , G * �&' � . � C %�G?%�����' ([a, b],B([a, b]), µ, T ) � ji�E�
f

, � * 1 ���]����� , � * % � �cG 1&< µ � � * , x
� .�1 * � �+* 0 � �cG dl1 �+* � 1&< f � !"����_`�&��a�� * MRb 1 %�� * # C �9�����%�� � '=�9� 1 � 1&< f(x) � � � ����%

fn(x) =
1

nhn

n−1
∑

t=0

I[−1/2,1/2](
x− xt
hn

) =
1

nhn

n−1
∑

t=0

I[−1/2,1/2](
x− Stx0

hn
)

=: fn(x0, x).

!"��� * 1 �\�9� � 1 * fn(x0, x) � % �+* ��� 1
, 0 . � , � 1 ��' d ���&% � a�������� < � . �������9�`��������%�� � 'h�Y��� ,�&� C 0�� 1&< f(x)
�9��� � ')� n , � d � * , % 1 * C G 1 * �����:m^��%�� 1 #�%�������� , %��\�9��� x0 �
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���
	����
∫

[a,b]

(fn(x0, x) − f(x))2 dµ(x0) −→
n→∞
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(fn(x0, x) − f(x))2 dµ(x0) = O(n−4/5).
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